Printemps 2023 Université de Strasbourg, Département de mathématiques

TD5 M1S2 Probabilité, Martingale et chaine de Markov
5.1 Exemples (non) pathologiques

1. Donner un exemple de sous-martingale (X,)nen telle que (X2),en est une sur-
martingale. Est-ce que cela contredit la premiére proposition sur la transformation
de martingale : si ¢ : R — Ry est convexe croissante et (X, )nen est une sous-
martingale avec E(|o(X,,)|) < oo pour tout n € N, alors (¢(X,))nen est une sous-
martingale.

2. Soit (X, )nen le processus aléatoire défini par X,, = > | &, ou les &, ¢ > 1 sont
indépendantes avec & = 0 et, pour tout ¢ > 2,
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(a) Prouver que (X,)nen est une martingale qui converge p.s. vers —oo.

(b) Pourquoi ce n’est pas contradictoire au théoréme de convergence des sous-
martingales 7

5.2 Martingale exponentielle
Soit (X,),cn- une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi de Bernoulli de paramétre
p €]0,1[. Pour tout n € N*, on note

eSn

Sn = ZXk’ et Mn = E(eSn)'

k=1

1. Justifier que les M,,,n € N* sont bien définies.

2. Montrer que (M,,) est une martingale convergeant presque-stirement.

neN*

5.3 Convergence de martingale dans L?
Soit B > 1. Soit (A,),cn+ une suite de variables aléatoires indépendantes de carré inté-
grable telles que pour tout n € N* on ait E(4,) =1 et E(A2) =1+ 2.

1. Montrer que (A;), o\~ converge presque-stirement vers 1.

2. Pour tout n € N*, on se donne une fonction 6, de Ai,...,A,_1, et on définit
Sp = p_; (A — 1)sin (6). Montrer que (S,) est une martingale par rapport
a une filtration que 'on déterminera.

neN*

3. Montrer que (Sn)neN* converge presque-stirement et dans L2

4. En déduire que [[,_, (1 + (Ax — 1)sin (6;)) est borné presque-siirement.
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5.4 Marche aléatoire autorégressive

Considérons (X,,),>1 une suite de variables aléatoires & valeurs dans {0, 1}. Nous posons
Xo=1 et,VneN, S,=> X,
p=0

Nous supposons que, pour tout n € N, la loi de X,,;1 sachant (Xo,...,X,,) est la loi de

Bernoulli de paramétre M, := -2 Enfin, nous considérons F = (Fn)nen la filtration

n+2
naturelle de (X,,)nen-

1. (a) Montrer que E(S,;1 | Fn) = _(n:i)fn-

(b) Montrer que (M,),en est une F-martingale.

(c) Montrer que (M,),en converge presque stirement vers une variable M, telle
que E(M,) = 1/2.

2. (a) Montrer que E(S%,, | F,) = %.

(b) Soit Z, = %, Vn € N. Montrer que (Z,)nen est une F-martingale.

(c) En utilisant la martingale (Z,)nen, calculer E(M2).
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